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1 Neuronové sité - jednotlivy neuron

1.1 Zakladni informace

Nasledujici text je soucasti ucebnich textll predmétu Uméla inteligence a je urcen hlavné pro
studenty Matematické biologie. Tuto kapitolu Ize povazovat za Uvodni kapitolu k bloku vénujicimu se
umélym neuronovym sitim. Zavadi zakladni pojmy, definuje matematicky model neuronu, vysvétluje
jeho klasifika¢ni moznosti. Pochopeni matematického modelu jednotlivého neuronu je nutnym
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jednotlivych neuron( - umélych neuronovych sit.

1.2 Vystupy z uceni

Zvladnuti uéebniho textu umozni studentim:

e Seznadmit se a porozumét analogii mezi umélymi neuronovymi sitémi a jejich biologickou
motivaci, porozumi pojmim z topologie NN - neuron, vrstva, spoj
e Parametricky definovat matematicky model jednotlivého neuronu a definovat vyznam
jednotlivych parametr( a typl pfenosovych funkci neuronu
e Porozumét aktivni dynamice neuronu a jeji geometrické interpretaci, matematicky ji
formalizovat
e Osvojit si zdkladni pojmy a algoritmy adaptacni dynamiky jednotlivého neuronu
o Hebbovo pravidlo
o Deltarule
o Uceni dle Widrowa
o Trénovaci a testovaci mnoziny
e Dat si do vztahu matematické logické funkce AND, OR, NOT a XOR s klasifikacnimi
schopnostmi jednotlivého neuronu
e Budou schopni pomoci nastaveni parametr neuronu implementovat modelovy ndvrh
logickych funkci AND, OR, NOT
e Pochopit klasifikaéni schopnosti jednotlivého neuronu se dvéma vstupy a binarnim vystupem
a jeho geometrickou interpretaci v roviné

1.3 Uvod do neuronovych siti

1.3.1 Biologicka analogie

Koncept umélych neuronovych siti byl v minulosti inspirovan a vytvaren na zakladé biologické
analogie s nervovym systémem. Nervovy systém mlzeme rozdélit v nejjednodussi podobé na
centrdlni nervovy systém, ktery predstavuje mozek a michu a periferni nervovy systém
predstavovany zejména perifernimi nervy. Hlavnim poslanim CNS je fidit organismus, zpracovavat
signaly (vzruchy), které se do CNS sifi ze smyslovych receptori dostfedivymi drahami a vydat na
zakladé vyhodnoceni tohoto signalu pokyn, ktery se opét sSiti ve formé signdlu odsttedivymi
neuronovymi drahami smérem k efektortim, napfiklad svalim. V této aktivni dynamice Ize zde tedy
vypozorovat existenci vstupni informace, jeji zpracovani procesni jednotkou CNS a nasledné
vygenerovani vystupu CNS, které je dale vyuzit efektorem, napfiklad pro pohyb ruky pfi hodu micem



na cil. Co se stane, pokud cil pfi hodu mineme? Mame moZnost vzniklou situaci pomoci receptort
(napf. visuelné) znova vyhodnotit a v pfipadé, Ze cil napfiklad prehodime, pokus korigovat a opakovat
jej s mensi intenzitou hodu. Zjistili jsme tedy odchylku od poZadovaného idealniho stavu na vystupu a
na zakladé zpétné vazby trénujeme nas nervovy systém tak, aby byl schopen danou ulohu plnit co
nejlépe. Clovék tedy ziskdva prostiednictvim svého nervového systému i schopnost udit se a
zapamatovat si ziskané informace.

Cely nervovy systém Clovéka je predstavovan obrovskym poctem navzajem provazanych biologickych
funkénich jednotek, neurond. Napfiklad mozek obsahuje az 10! neuron(, kde kazdy neuron muze
mit az 5000 spoju s ostatnimi neurony. Tyto spoje, synapse, mohou mit jak excita¢ni, tak inhibi¢ni
charakter, mohou tedy vést k posileni, Ci potlaceni odezvy neuronu na pfichazejici podnéty, vzruchy.
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Obr. 1 Biologicky neuron (podle [3]).

Pokud se opét pridrzime zjednodusujiciho popisu biologického neuronu, ktery nas ma dovést k jeho
matematickému modelu, miZeme konstatovat, Ze kazdy biologicky neuron se sklada z téla a dvou
typl vybézkd, dendritl a axonu. Dendrity predstavuji z pohledu Sifeni vzruchu vstupy do téla
neuronu, kterymi pfichazi signdl z okolnich neuron(. Jedna se o plastické spoje, které maji schopnost
vétveni, prodluzovani, zmnozeni. Pfedpoklada se, Ze plasticita dendritl predstavuje podklad
dlouhodobé paméti. Axon predstavuje vystup neuronu, kterym se siti vzruch z téla neuronu a ktery je
pomoci synapsi napojen na dendrity neuront dalsich.

Umeélé neuronové sité byly ve svych pocatcich inspirovany struéné pfiblizenou biologickou analogii,
nicméné po ustaveni zakladnich technickych konceptl probihal jejich rozvoj zcela samostatné, jiz bez
primé vazby na plvodni motivaci. Matematicka reprezentace a modely umélych neuronovych siti
jsou tedy oproti zndmé biologické realité pouze velmi zjednodusenymi modely, navic ¢asto pomérné

vzdalenymi.

1.3.2 Historie NN
Uvedte si stru¢né v bodech zakladni linii vyvoje umélych neuronovych siti. V roce 1943 vytvorili

Warren McCulloch a Walter Pitts jednoduchy matematicky model neuronu, ktery predstavoval



teoreticky model ¢asti nervové soustavy — biologického neuronu. Nepredpokladali, Ze jejich ndvrh se
uplatni v praxi, nicméné model se stal predmétem zkoumani a rozvoje fady dalSich badateld. V jejich
modelu mél kazdy neuron nékolik vstupll a jeden vystup. Vstupy byly rozdéleny na excita¢ni a
inhibi¢ni a model akceptoval pouze m bindrnich vstupt a jeden vystup. Provadél tedy vycisleni funkce
z {0,1}™ ->{0,1}. Princip byl takovy, ze kdyz pfevazi na vstupu excitacni buzeni nad inhibi¢nim, je
excitovdn i vystup neuronu. V opacném pfipadé neuron excitovan nebude a na vystupu neuronu tedy
bude 0. Vstupni synapse nebyly nijak vahovany, slouZily pouze pro prenos hodnoty.
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Obr. 2 Model neuronu dle McCulloch-Pittse (podle [3]).

V roce 1949 definoval Donald Hebb opét na zdkladé biologické analogie a studia podminénych
reflex(l pravidlo, které umoznovalo ucit neuron zménou vah jeho vstupll. Vychazel z predpokladu, ze
pokud je neuron excitovan korektné, pak se posili spoje, které k excitaci vedly. Naopak, pokud je
neuron excitovan nespravné, pak je tfeba tyto spoje oslabit.

V roce 1957 zobecnil Frank Rosenblatt McCulloch-Pittsiv neuron a pfedstavil umélou neuronovou sit,
perceptron. Tato sit slouzila k rozpoznavani znakd promitanych na platno a opét byla inspirovana
biologii — tedy objevem svétlocivych bunék na sitnici oka a zplsobem prenosu signalu do CNS.
Architektura Rosenblattova perceptronu je na nasledujicicm obrazku.
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Obr. 3 Rosenblattiiv perceptron (podle [3]).

V roce 1960 Bernard Widrow predstavil dalsi zobecnéni zdkladniho neuronu, adaptivni linearni
element (ADALINE). Provedl zobecnéni na realné vstupni hodnoty a predstavil nové ucici pravidlo
neuronu.

V roce 1969 doslo ke krizi vyvoje v oblasti umélych neuronovych siti, kdy vyznamna osoba umélé
inteligence Marvin Minsky ponékud ucelové zdiskreditoval koncept umélych neuronovych siti. Vyuzil
k tomu tzv. XOR problém, kdy jednovrstva neuronova sit neni schopna logickou funkci XOR vycislit.



Konstatoval, Ze feSenim je poufZiti vice vrstev neuronové sité, nicméné neni formalizovan zadny
algoritmu, ktery by umoznil takové sité ucit. Chybné predpokladal, Ze ucici algoritmus nebude mozné
vzhledem ke komplikovanosti struktury sité nalézt. Jeho zavéry vedly k presmérovani grantovych
prostifedkl do jinych oblasti umélé inteligence koncept umélych neuronovych siti tak ¢ekala
stagnace. Nicméné v roce 1986 skupina badatell odvodila algoritmu, kterym lze vicevrstvé sité ucit
na principu zpétného Sifeni chyby - Backpropagation. Toto zjisténi pfekonalo problém XOR a vedlo

k intenzivnimu zajmu o oblast neuronovych siti, ktera trva dodnes.

1.3.3 Koncept umélé neuronové sité
Uméla neuronova sit je tvofena matematickymi neurony, primitivnimi jednotkami, kde kazda
zpracovava vahované vstupni signdly a generuje vystup.

Neuronova sit pfedstavuje topologické usporadani jednotlivych neurond do struktury komunikujici
pomoci orientovanych ohodnocenych spojll. Kazdy uméla neuronova sit je tedy mimo jiné
charakterizovana typem neurond, jejich topologickym usporadanim a strategii adaptace pfi
trénovani, uceni sité.

Zakladni predstavu o pojmu umélé neuronové sité si ukazme na principu nej¢astéji pouzivané
dopredné neuronové sité. Dopfednou je nazyvana, protoze signal se siti Sifi od vstupu jednosmérné
smérem k vystuplm sité. Uspofadani neuron( pro dopfednou sit je uvedeno na nasledujicim
obrazku.
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Obr. 4 Usporadani neuronii do vrstev v dopiedné neuronové sité.

Na obrazku lze rozeznat, Ze jednotlivé neurony této sité jsou usporadany do vrstev. Mezi neurony
jedné vrstvy neni propojeni, mezi neurony sousednich vrstev zpravidla existuje propojeni tplné.
Spoje mezi neurony, které predstavuji drahy pro Sifeni signalu, jsou orientovany a kazdy spoj je
ohodnocen vahou, kterd modifikuje intenzitu prochdazejiciho signdlu. Neexistenci konkrétniho spoje
Ize modelovat spojem s vahou rovnou nule. Prvni vrstvu dopredné sité nazyvdme vstupni vrstvou,
posledni vrstvou nazyvame vrstvou vystupni a ostatni mezilehlé vrstvy nazyvame vrstvami skrytymi.
Zpravidla se dopredné neuronové sité realizuji jako sité s jednou, eventuelné dvéma skrytymi
vrstvami.

Dopfednd neuronova sit predstavuje masivné paralelni distribuovany dynamicky systém, kde kazda
jednotka, neuron, pracuje lokalné, samostatné. Takova neuronova sit se vyznacuje znacnou
robustnosti, je odolna vici poskozeni, kdy obvykle dokaze poskytovat relevantni vystupy i pfi
poskozeni nékterych elementd. Tyto vlastnosti jsou vhodné pro konstrukci neuropoditacl, tedy



pocitacl zaloZenych na neuronovych sitich. Je totiz mnohem snazsi, vytvofrit prvek s vysokou mirou

evyvs

bezvadné.

U neuronové sité dané topologie, ale i jednotlivého neuronu, miZeme rozeznat dvé faze aktivity.
Fazi, kdy sit na zakladé predloZzenych vstupl produkuje vystupy, topologie a nastaveni parametrd sité
zUstava zpravidla konstantni. Této fazi predchazi faze uceni, kdy sit trénovacim algoritmem
modifikuje své parametry, v nékterych pripadech i topologii sité. Tyto fdze nazveme v souladu s [1]
aktivni a adaptacni dynamikou sité ¢i neuronu.

Pfedstavena topologie dopredné sité je pouze jednim, byt nejobvyklejsim, z moznych usporadani
neuronu. Existuje cela rada dalSich konceptd, kde je propojeni realizovano jinak, napfiklad je ve
struktute zavedena zpétna vazba, nebo jsou neurony propojeny kazdy s kazdym. S nékterymi z téchto
konceptu se také seznamime, byt podrobnéji se vzhledem k univerzélnosti feseni budeme vénovat
doprfednym neuronovym sitim.

1.4 Jednotlivy neuron

1.4.1 Matematicky model a aktivni dynamika neuronu

Schematicky model jednotlivého neuronu je uveden na nasledujicim obrazku. Neuron lze rozdélit na
nékolik ¢asti: Synapse ohodnocené vahami w, které privadéji vstupy x do téla neuronu, vlastni télo
neuronu ve kterém je ziskdvan vnitfni potencidl neuronu &, blok aktiva¢ni pfenosové funkce c a
konecné vystup neuronu y. Do téla neuronu vstupuje jeSté konstantni hodnota prahu h.

Vstupy
X1

Vnitfni potencial neuronu

Vystup
o(§) —> v

x4 Aktivacni pfenosova funkce

h
Prah

Obr. 5 Model neuronu.

Vstupem neuronu je vektor o n prvcich, které mohou byt obecné realné. Podobné prah mize byt
redlnou hodnotou a ¢asto je modelovan jako jeden ze vstupu, jak si ukaZzeme dale. Vnitfni potencial
neuronu je hodnota, ktera vznika porovnanim vahovanych a sectenych vstupu s prahem. Vahy jsou
opét realna Cisla, mohou byt tedy kladné i zaporné a modelovat tak aktivacni i inhibi¢ni synapse.
Aktivacni pfenosova funkce provadi obecné nelinedrni transformaci vnitiniho potencidlu na jednu,
obecné opét redlnou hodnotu. Neuron tedy provadi zobrazeni z {R}" -> R.

Podivejme se nyni podrobnéji na aktivni dynamiku neuronu. Po pfiloZeni vstupniho vektoru x mize
byt vnitfni potencidl neuronu & vycislen jako

é‘:_znlwixi —h



(1)

Kazdy prvek vstupniho vektoru je tedy nasoben pfislusnou vahou, tato hodnota je v téle neuronu
sectena pro vSechny prvky vstupniho vektoru a od vysledné hodnoty je odecten prah. Takto ziskana
hodnota vnitfniho potencialu se stava nasledné argumentem obecné nelinearni aktivacni prenosové
funkce.

Z praktickych dlivod( se prah zpravidla modeluje jako jedna z vah tak, Ze vstupni vektor i vektor vah
je rozsiten o nultou pozici. Vstup na nulté pozici je vzdy uvazovan za rovny 1 a nultd vaha je
nastavena na hodnotu rovnu —h. V takovém pfipadé se prah stava jednou z vah a v prabéhu
trénovani podléha adaptaci.

Celkovou odezvu, tedy vystup neuronu pak mlzZeme vyjadfit jako
n
y=0(&)=0c(Q wx)
i=0

, kde xo=1a wg=-h.

(2)

Aktivacni pfenosova funkce o je obecné nelinearni funkci transformujici hodnotu vnitfniho
potencidlu neuronu. Pfedpokladejme jeji nejjednodussi typ, ostrou nelinearitu, kdy plati
__ glpokud £>0
G(g) — L0 jinak
(3)

Dale predpokladejme neuron se dvéma redlnymi vstupy x1, X2 a odpovidajicimi vahami wy, ws (n=2).
Takto definovany neuron realizuje zobrazeni z {R}>-> {0,1}. UvaZujme, Ze vstupy X1 a x, pfedstavuji
body v dvourozmérném Euklidovském prostoru. Neuron ve své aktivni dynamice reaguje na vstupy
predkladané z tohoto prostoru a pfifazuje jim hodnoty 0 nebo 1. Provadi tak vlastné klasifikaci téchto
bodu roviny do dvou skupin podle hodnoty vystupu aktivaéni pfenosové funkce, vystupu neuronu.

Pokud se podrobnéji podivdme na vztah vyjadfujici odezvu neuronu, zjistime, ze v tomto konkrétnim
pfipadé je zarazeni bod(l dano jejich pozici vici pfimce definované aktivacni funkci, respektive
presnéji vahami neuronu. Délici pfimka odliSujici dvé skupiny bodl ma tedy v dvourozmérném
prostoru rovnici

W1X1 + WaXo+Wo =0

(4)
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Obr. 6 llustrace klasifikace neuronu v roviné (podle
http://www.byclb.com/TR/Tutorials/neural_networks/ch8_1.htm]).

Uvedenou ilustraci Ize zobecnit na n-rozmérné Euklidovské prostory, kdy n-rozmérny vektor vah
neuronu predstavuje nadrovinu délici prostor na dva poloprostory.

Aktivacni prenosové funkce nejcastéji pouzivané v doprednych neuronovych sitich jsou na
nasledujicim obrazku, ale s ohledem na mozZnosti uceni sité je mozné volit jakoukoli
diferencovatelnou funkci.
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Obr. 7 Aktivacni pfenosové funkce.



Zavérem tohoto odstavce je tfeba alespon poznamenat, Ze jsou pouzivany i odlisSné koncepce
neurond, kde je vystup neuronu kalkulovan jinym zptisobem. Pfikladem mohou byt sité s radialni bazi
(RBF sité), kde neuron vycisluje vzdalenost vstupniho vektoru x od vektoru vah w. DalS$im
reprezentantem jsou vinkové sité, které vycisluji korelaéni koeficient mezi vstupnim signalem x a
dilatovanou a posunutou matefskou vinkovou funkci kazdého neuronu. Vinkové sité se pouzivaji
zejména pfi analyze signdll a obrazU.

1.5 Adaptacni dynamika neuronu

1.5.1 Principy uceni neuronu obecné

Pribéhu aktivni dynamiky provadi neuron transformaci vstupnich vektor na hodnotu vystupni.
Parametry neuronu jsou v tuto chvili konstantni. Oproti tomu adaptacni dynamika je proces, ktery
ma za Ukol tyto parametry neuronu nastavit tak, aby neuron provadél poZzadovanou transformaci.
Parametry, které jsou v pribéhu uceni neuronu adaptovany, jsou zpravidla jen vahy vstupnich
synapsi neuronu, véetné synapse predstavujici prah. Vstupni vahy pfedstavuji tedy pamét neuronu.
Uceni neuronu obstarava adaptacni algoritmus, ktery nastavuje hodnotu vah neuronu. Tento proces
probiha zpravidla iterativné a opakované na zakladé predkladanych pfikladd, kdy ma adaptacni
algoritmus k dispozici mnoZinu dvojic vstupnich hodnot a jim odpovidajicich vystupim. Ve
vyjimecnych pripadech je mozné hledané vahy urdit pfimym vypoctem.

Adaptacni algoritmy tedy postupuji podobné jako clovék, kdy hledaji feseni na zakladé analogie se
znamymi pfiklady. Nastaveni vah neuronu tedy odpovida nelezeni co nejvystiznéjsi transformace na
zakladé zndmych hodnot s pfedpokladem, Ze nalezena transformace bude dostate¢né obecnd i pro
dal$i neznamé priklady dané domény, byt tomu tak byt nemusi.

Principy adaptace jednotlivého neuronu uvedené v dalSich kapitoldch Ize snadno zobecnit i na
dopredné vrstevnaté neuronové sité. Zakladni vyhodou neuronovych siti je tedy moZnost nalezeni
transformace i u téch uloh, které jsou analyticky obtizné resitelné, Ci nefesitelné. Postaci k tomu
dostatecné mnozstvi pfiklad(l. Nevyhodou je naopak skutecnost, Ze vysledna transformace je ukryta
ve strukture sité, nelze ji pouZit k vysvétleni feSeni Ulohy. Je tfeba si dale uvédomit, ze byt jsou sité
vykonnym vypocetnim modelem feSicim fadu obtiznych uloh, zaruku nalezeni dostatecné obecné
transformace neuronové sité nezarucuiji.

1.5.2 Uceni bez ucitele
Adaptacni algoritmy mlzeme rozdélit do dvou zakladnich oblasti, nazyvané jako uceni bez ucitele,
respektive uceni s ucitelem.

Pro uceni bez uditele je typické, ze adaptacni algoritmus nema k dispozici zddné kriterium sprdvnosti
hledané transformace vstupnich dat. Pracuje na principu shlukovani, kdy ve vstupnim prostoru dat
hleda ,,sobé podobné” elementy. Na zadkladé parametr(i predkladanych vzork( vstupnich dat provadi
jejich tridéni do skupin, bez moZnosti posouzeni spravnosti zatfidéni. Pocet hledanych skupin muze
byt pfedem dan. Do adaptace nevstupuje zadny arbitr, celé uceni je zaloZenou pouze na informacich
obsaZenych ve vstupnich datech. Algoritmus je tedy moZné pouzit i v okamziku aktivni dynamiky sité,
kdy je mozné na zakladé kazdého nového predlozeného vzorku upravit soucasné i parametry sité.
Uceni tak mGze byt i trvalého charakteru. Uéeni bez ucitele nema v ptipadé jednotlivého neuronu
vyznam, nicméné je pouzivano napfiklad pro celou tfidu neuronovych siti nazyvanou jako
samoorganizujici se mapy, kterym bude vénovana samostatnda podkapitola.



1.5.3 Uceni s ucitelem

V pfipadé uceni s ucitelem ma adaptacni algoritmus dostupnou spocetnou (pmax prvkd) mnozinu M
dvojic x a yq, které predstavuji vstupy a odpovidajici korektni vystupy resené ulohy. Ma tedy

k dispozici priklady spravného chovani, spravné transformace z vektor( vstupnich na vektory
vystupni. Tyto priklady mohou byt ziskany naptiklad pozorovanim a zaznamenanim vstupnich a
vystupnich hodnot systému, ktery chceme modelovat. Pfima transformace vstupnich hodnot na
hodnoty vystupni neni znama. Analogie s usuzovanim lidského experta je zde zfejma.

M= {[xlfydl]; [XZ,VdZ].... [xPmax y4Pmax]}
(4)

MnoZina vSech dostupnych hodnot tedy predstavuje zndmou ¢ast chovdani systému. Tato mnozZina je
pak pouzita adaptacnim algoritmem k nauceni sité a také k ovéreni jeji funkce. Zpravidla je mnozina
M vSech dostupnych dat rozdélena na dvé ¢asti, na trénovaci a testovaci mnoZinu. Pomér poctu
prvkd v trénovaci a testovaci mnoziné neni pevné dan. Je tfeba jej volit s ohledem na charakter
feSené uUlohy a také dat dostupnych adaptac¢nimu algoritmu. Trénovaci mnozina obvykle predstavuje
pfi dostate€ném poctu vstupnich dat cca 70%-80%, zbytek dvojic je pak zafazen do mnozZiny
testovaci.

Vlastni trénovdani neuronu (a po zobecnéni i doprednych siti) probiha obvykle iterativné, kdy
algoritmus jednotlivé prvky trénovaci mnoziny predklada postupné neuronu, zjistuje jeho odezvu na
predloZeny vstup a na zakladé odchylky jeho vystupu od vystupu pozadovaného provadi korekci vah
neuronu. Interval, ve kterém dojde k predloZeni vSech vzor( trénovaci mnoZiny alespon jednou,
nazyvame epochou uceni. K nauceni sité mize byt dle komplexnosti problému zapotrebi desitky az
tisice epoch.

Okamzik zastaveni adaptace muze byt definovan rlznymi zpUsoby, nejcastéji dosazenim poZadované
malé chyby transformace nad trénovaci mnoZinou ¢i zastavenim jejiho poklesu, dosazenim
maximalniho poctu epoch. Za uéelem vyhodnoceni okamziku, kdy je vhodné adaptaci ukoncit
(nalezend transformace je dostatec¢né presna, ale zaroven neztraci na obecnosti) vycleriujeme z
trénovaci mnoziny, respektive dostupnych dat ¢asto jesté treti, opét se neprekryvajici mnozinu
validacni. V prlibéhu adaptace je nad ni periodicky testovana vykonnost nalezené transformace a pfi
zastaveni poklesu chyby nad valida¢ni mnozinou je proces adaptace ukoncen.

Vykonnost nauc¢eného neuronu ¢i neuronové sité pak po ukonceni adaptace ovéfime na testovaci
mnoziné. Trénovaci a testovaci mnozinu volime tedy jako nepiekryvajici se, aby byla zarucena
mozZnost nezavislého otestovani Uspésnosti adaptace nad testovaci mnozinou. Kriterii vykonnosti sité
a uspésnosti adaptace muze byt vice, nejcastéji se jedna o stfedni kvadratickou odchylku mezi
vystupy nalezené transformace a vystupy ocekavanymi.

Rozsah a obsah trénovaci mnoziny je Casto limitovan uz dostupnymi daty. Pfesto se snazime, aby mél
adaptacni algoritmus k dispozici co nejvice prikladd, které pokryvaji pokud mozno rovnomérné cely
vstupni prostor. Klademe tedy poZadavek na reprezentativnost prikladd, které jsou adaptacnimu
algoritmu predkladany.

Uspésnost transformace nalezené nad trénovaci mnoZinou pak hodnotime nad mnoZinou testovaci a
odhadujeme tak Uspésnost probéhlé adaptace a obecnost nalezené transformace i pro jiné vstupy,



nez se nachazely v trénovaci mnoziné. Vykonnost nad testovaci mnoZzinou je tedy hodnocenym
kriteriem Uspésnosti adaptace.

Pfedpokladame, Ze pokud je vykonnost nad testovaci mnoZinou dobrd, bude pfiblizné stejné dobrd i
pro vstupy zcela mimo trénovaci a testovaci mnozinu. Je ale tfeba zminit, Ze tuto zaruku obecnosti
pro dosud neznamé vstupy nemame.

Typické kroky iterativniho uceni neuronu ¢i dopfedné neuronové sité s ucitelem.

Predzpracovani vstupnich dat

Definice trénovaci, testovaci a pfipadné validacni mnoZiny

Definice struktury sité/parametrt neuronu

Inicializace vah neurond, obvykle mala nahodna cisla

n=0; pocitadlo epoch uceni

Start: nastav epochu uceni na n=n+1

Pokud je pocet provedenych epoch uceni >= max => ukonci uceni, jdi na 14

n-ta epocha uceni:

Vybér a predlozeni jednoho vstupniho vektoru neuronu z trénovaci mnoziny (deterministicky,

nahodné)

10. Ziskani odezvy neuronu, vyhodnoceni chyby klasifikace na zdkladé porovnani skute¢ného a
predpokladaného vystupu => chyba klasifikace

11. Korekce vah neuronu na zakladé ziskané chyby

12. Pokud neni epocha uceni dokoncena (neprovéreny vsechny vstupy z trénovaci mnoziny), jdi
na bod 9

13. Na konci epochy vyhodnot chybu klasifikace pres celou trénovaci mnozinu. Je-li chyba<ge
ukonci uceni (bod 14), jinak jdi na bod 4. (Vyhodnocovat chybu Ize i ¢astéji a pouzit i validacéni
mnozinu a pouzit tak jiné kriterium pro zastaveni adaptace)

14. Vyhodnoceni Uspésnosti ¢innosti sité na testovaci mnoZiné, pokud je nedostatecna, jdi na

bod 4, ev. 3. Pfipadné ukonci algoritmus nelspéchem.
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1.5.4 Hebbovo uceni

Pfedstavuje nejstarsi intuitivni pravidlo pro neuron s binarnimi vstupy i vystupem. Bylo definovano
v roce 1949 Donaldem Hebbem, ktery je definoval pfi studiu podminénych reflext. Pfedpokladal, Ze
podminéné reflexy jsou ustavovany na zakladé posilovani ¢i oslabovani vazeb mezi jednotlivymi
neurony. Predpokladal, ze plati, Ze pokud jsou dva sousedni neurony aktivni souc¢asné, vazba mezi
nimi se posiluje, zatimco pfi nesouhlasné aktivaci oslabuje. Hebbovo pravidlo tedy vychazi

z neurofyziologické analogie. Pro neuron s binarnim vstupem x, vahami w, vystupemy a
predpokladanym vystupem yq4 Ize Hebbovo pravidlo zapsat nédsledné.

1. pokud je neuron excitovan korektné (y=1;y4=1), pak se posiluji o A spoje, které tuto excitaci
vyvolaly (nawi = w; + A, Viix = 1)

(5)

2. pokud je neuron excitovan nekorektné (y=1;y4=0), pak se oslabuji o A spoje, které tuto
excitaci vyvolaly (naaWi=w;i - A, Viixi = 1)

(6)

3. pokud neni neuron excitovan (y=0), nic se nedéje (vahy se neméni)



1.5.5 Delta pravidlo
Dalsim, pGvodné heuristickym pravidlem, které je pouZitelné i pro obecné realné vstupy a vystupy
neuronu je delta pravidlo. Lze jej zapsat jako

ne1Wi = nWi + ¥ (ya-y)
(7)

vektoroveé pak jako
W = oW+ ¥ (yg-y)
(8)

, kde p je vhodné zvolend konstanta mezi (0,1) ovliviiujici rychlost adaptace.

Delta pravidlo plati pfesné pro linearni neurony, tedy neurony s linearni aktivacni prenosovou funkci,
ale po modifikaci je pouzitelné i pro neurony s nelinearni aktivacni prenosovou funkci, jak si ukazeme
pozdéji v kapitole vénované uceni vicevrstvych dopfednych siti.

1.5.6 Uceni neuronu podle Widrowa

Vychazi z geometrické interpretace uceni neuronu s bindrnim vystupem. Pfedstava je takova, Ze
neuron rozdéluje v souladu s kapitolou ,Matematicky model a aktivni dynamika neuronu” vystupni
prostor na dva poloprostory a provadi tak klasifikaci vstupnich vektor( do jednoho z nich.

V pripadé, Ze je klasifikace daného vzoru ze vstupni mnoziny spravna, neni zapotrebi zddné upravy
vah. V ptipadé, Ze je klasifikace chybna, leZi klasifikovany bod ve Spatné casti poloprostoru
rozdéleného délici nadrovinou

wex=0

(9)

Vzdalenost tohoto chybné klasifikovaného bodu od délici nadroviny Ize vyjadrit jako
w

d=|—eX

Wi

(10)

, kde tato hodnota muze byt pouZzita kvantifikator chyby klasifikace.

Zavedeme chybovou funkci, kterd vyjadruje sumu vzddlenosti od nadroviny pro vSsechny Spatné
klasifikované vzory X; trénovaci mnoziny jako funkci vektoru w.

E(w)= Y |wex|= > weitx

xeX¢ xeX¢

(11)



, kde +x pouzijeme pfi faleSné negativni klasifikaci a —x pfi falesné pozitivni klasifikaci.

Cilem adaptacniho algoritmu je minimalizovat zménou vah w chybovou funkci E pres vSechny vzory
trénovaci mnoziny. Minimalizace chybové funkce se provadi ve sméru (funkce uz obsahuje zménu
znamének dle chybné klasifikace) gradientu E(w) a plati:

n1W = oW + U*VE(wn)

(12)

VE(,W)= ) +X
XeX ¢

(13)

Funkce E(w) je tedy chybovou funkci pres vSechny klasifikované vzory trénovaci mnoZiny v jedné
epose uceni. Uvedeny postup lze samoziejmé nasledné opakovat pro epochy dalsi, az do ukonceni
adaptace vah. Dle tohoto pravidla Ize postupovat nejen po jednotlivych epochach, ale i iterativné pro
jednotlivé vstupni vzory x a po ¢astech se tak blizit minimu chybové funkce E(w).

Geometrickd interpretace adaptace binarniho neuronu je tedy takova, ze pfi adaptaci dochazi
k posunu délici nadroviny definované vektorem vah neuronu. Vektor vah w predstavuje normalovy
vektor délici nadroviny.

Algoritmus provadi Upravu vah vektoru w dle pravidla pro chybné klasifikované vzory wi.; = wy £ X,
novy vektor vah tedy ziskdme sectenim vektoru plvodnich vah a priloZzeného, chybné klasifikovaného
vektoru. Pokud je pfiloZzeny vzor x chybné klasifikovany a zaroven plati, Ze v daném kroku |x|>>|w],
provede tato iterace vyznamnou korekci vektoru w a vektor w se prakticky v prostoru velmi pfiblizi

k vektoru x. V pribéhu uceni obvykle dochazi s rostoucimi iteracemi postupnym doucovanim ke
zmenSovani uhlu rotace vektoru w a ke stabilizaci umisténi délici nadroviny.



1) Vychozi stav po inicializaci 2) Korekce dle vektoru x1

X1 X1
\ Wo
1

Wo X2 Xz
X3 X3
3) Korekce dle vektoru x3 4) Korekce dle vektoru x1
X1 X1
—Ws
Wz
Xo X2

X3 Xa

Obr. 8 Geometrickd ilustrace adaptace v pfipadé, Ze vektory X1,X2,Xs maji byt korektné zarazeny do
bilé ¢dsti poloroviny.

1.6 Klasifika¢ni schopnosti jednotlivého neuronu

V ramci popisu adaptacni a aktivni dynamiky jednotlivého neuronu s binarnim vystupem jsme
konstatovali, Ze vektor vah neuronu tvofi normalovy vektor nadroviny. Jednotlivy neuron je tedy
schopen klasifikovat vstupni vektory do dvou tfid. V nasledujicich odstavcich si na modelu logickych
funkci predstavime klasifikacni schopnosti a omezeni jednotlivého neuronu. Budeme predpokladat
neuron {0,1}* -> {0,1} se dvéma binarnimi vstupy (x1, X2), jednim bindrnim vystupem a prahem
rovnym Xo = 1.

1.6.1 Realizace logické funkce AND
Logicka funkce AND dvou proménnych je definovana jako

Rl |O|O
R|l[O|O|O

=N k=1 L0 (=]

Tab. 1 Logickd funkce AND.

V roviné lze logickou funkci AND zobrazit dle Obrazku 8.

AND

x2 |0 0
x1

Obr. 9 Logickd funkce AND v roviné.



Cilem je nastavit vahy neuronu tak, aby neuron realizoval logickou funkci AND.

Wo
X0 =1
X1

X2

Obr.10 Neuron pro realizaci funkce AND.

Nastaveni vah je mozné provést nerovnostmi, kdy pro korektni klasifikaci musi byt splnény podminky

(0,0,1) - (wy,wa,wqy) <0 0 0-—1 y 0
(1,0,1) - (w1, wa,wo) <0 -1 0-1 1 0
4 w29 >
(0,1,1) - (wy,wa,wy) <0 (i _} _} wo 8
(1,1,1) - (wy,we,wyg) >0
,tedy

w10 + w0 +wpl <0

w10 +w,1 +wpel <0

w1l + w0 +wgl <0

w1l + w1l +wgl >0

Redenim této soustavy nerovnic jsou naptiklad hodnoty wl=1,w2=1aw0 =-1,5.
1*0+1*0-1,5*1<0 =2>y=0;

1*0+1*¥1-1,5*1<0 =22y=0;

1*1+1*¥0-1,5*1<0 =22y=0;

1*1+1*¥1-1,5*1>0 2?y=1;

Logickou funkci AND lze tedy bezproblémové realizovat dle uvedeného postupu jedinym neuronem.

Pro dokresleni zplUsobu feseni problému jesté na chvili predpokladejme, Ze wo je konstantni, wg = -
1,5. Hledame tedy takovou konfiguraci vah w; a w,, pro kterou budou vystupy neuronu korektni pro
vsechny ¢tyfi mozné kombinace vstup( x; a xo. Pokud vyneseme zavislost poctu chybnych vystup(
neuronu na vahach w; a wa v intervalu <-2,5;2,5> do grafu, ziskdvame nasledujici obrazky.
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Obr. 11 Grafické feseni nastaveni vah neuronu pro realizaci funkce AND.

Z obrazku je zfejmé, Ze feSeni, tedy mozné hodnoty hledanych vah, pfedstavuje modry trojihelnik.
Drive ovérené nastaveni vah w; = 1 a w; = 1 se nachazi uvnitf této modré oblasti. V této oblasti je
chybova funkce nulovd, neuron realizuje logickou funkci AND. Oblast, kde je hodnota chybové funkce
rovna 2, je vyznacena Cerveng, oblast s hodnotou chybové funkce rovnou 1 pak zelené.

V obecném pripadé nebyva adaptacni algoritmus schopen dosahnout nad trénovaci mnozinou
nulovou hodnotu chybové funkce, jako v pfipadé realizace logické funkce AND. Nicméné postupuje
dle svého algoritmu po jednotlivych krocich prostorem chybové funkce a snazi se korekci vah
neuronu nalézt jeji minimalni hodnotu. Komplexnost této funkce zavisi na poctu vstupu trénovaci
mnoziny a poctu vah neuronu.

1.6.2 Realizace logickych funkci OR a NOT
K analogickému zavéru dospéjeme v pripadé realizace logickych funkci OR a NOT pomoci
jednotlivého neuronu.

X1 Xz X1 OR Xz NOT X1
0 0 0 1
0 1 1 1
1 0 1 0
1 1 1 0

Tab. 2 Logické funkce OR a NOT.

Regeni soustavy nerovnic pro logickou funkci OR m(ze byt nasledujici, tedywl =1, w2=1aw0 =-
0,5.

w10+ w0 +wol<0  1*0+1*0-0,5%1<0 >y =0;
w10 + w1 +wel >0 1*0+1*1-0,5*1>0 =2 y=1;
w1l + w0 +wel>0 1*1+1*0-0,5*1>0 2> y=1;

wil+w;1+wel>0 1¥1+1*1-0,5*1>0 2 y=1;



Regenim pro logickou funkci NOT pak dostavame pfiw, =0
w1l +wpel <0 -1*1 +0,5*%1<0 =2 y=0;
w10 +wel >0 -1*0 +0,5*1>0 =2 y=1;

1.6.3 Realizace logické funkce XOR
Predchazejici odstavec demonstroval, Ze vypocetni sila jednotlivého neuronu je zcela dostatecna pro
vypocet logickych funkci AND, OR a NOT. Jaka je situace v pfipadé realizace logické funkce XOR?

Predpokladejme stejny neuron jako v predchazejicim pfipadé, pouze pro zjednoduseni s prahem
oznacenym jako h (vime, Ze je realizovan vahou wpa konstantni vstupem xo).

Obr. 12 Neuron pro realizaci funkce OR a NOT.

Tabulka hodnot funkce XOR a jeji grafické znazornéni je uvedeno na nasledujicim obrazku

X3 Xz X1 XOR X;

0

Rl |O|O
ROl |O

1
1
0

Tab. 3 Logickd funkce XOR.

XOR
=
x2 |0 \1_>

X1

Obr. 13 Logickd funkce XOR v roviné.
Musi byt tedy soucasné splnény ndsledujici predpoklady:
w10 +w,0 <h=>» 0<h
(13)

wi0+wsl >h=> wy,>h



(14)

w1l +w;0 >h=>» wi>h

(15)

wil+w;l <h=>» wi+w;<h

(16)

Pokud vztahy analyzujeme podrobnéji, zjistime, Ze:
(13) implikuje, Ze prah je kladny.

(13) a (14) implikuje, Ze w> je kladna a vétsi nez prah.
(13) a (15) implikuje, Ze w1 je kladna a vétsi nez prah.

MuzZe byt soucet dvou kladnych hodnot, kdy jsou obé vetsi neZ prah, sou¢asné mensi nez prah, jak
vyZaduje bod (16)? Je zfejmé, Ze tomu tak byt nem(zZe. Pfedpoklady pro realizaci funkce XOR
jednotlivym neuronem tedy nemUzou byt splnény a logickd funkce XOR nemuze byt jednotlivym
neuronem realizovana.

1.6.4 Souhrn Klasifika¢nich schopnosti jednotlivého neuronu

Jednotlivy neuron s binarnim vystupem dokaze tedy odlisit pouze dvé linedrné separabilni tfidy.
Neuron rozdéluje prostor vstupl na dva podprostory nadrovinou, jejiz normalovy vektor je tvoren
vektorem vah neuronu. Uceni neuronu predstavuje zpravidla iterativni postup, kdy je nastavovan
vektor vah neuronu a tedy i ménéna poloha délici nadroviny na zakladé vyhodnoceni klasifikace
vstupnich vektorl trénovaci mnoZiny do jedné z vystupnich tfid. Vyhodnoceni Uspésnosti klasifikace
je realizovano prostrednictvim chybové funkce, kdy uceni pfedstavuje pokus o jeji minimalizaci.

Logicka funkce XOR neni linedrné separabilni, jednotlivym neuronem tedy nem(ze byt realizovana.
Toto omezeni vedlo ke krizi ve vyvoji umélych neuronovych siti, kterého vyuzil Minsky pfi své
argumentaci proti konceptu umélych neuronovych siti.

Vychodisko z této situace ale existuje a spociva v pouziti dopfednych neuronovych siti s vice vrstvami
vzajemné propojenych neurond.
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